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Различным вопросам симметрии функций были посвящены работы [1–5], причем в 
двух последних изучалась симметрия функции двух переменных. Рассматривались 
функции двух переменных, определенные в круге, и обсуждались различные виды 
симметрии таких функций. Если определенную в круге функцию двух переменных 
рассматривать как функцию плотности, то определения двух видов симметрии из статьи 
[4] можно сформулировать так: 
1) функция называется c-симметричной, если центр масс круга, находится в центре 
этого круга; 
2) функция называется s-симметричной, если всякий диаметр круга делит его на 
две части одинаковой массы. 
Различие этих двух видов симметрии было доказано: лемма 1 из [4] доставила 
пример функции, которая является s-симметричной, но не является c-симметричной, а 
лемма 2 из [4] доставила пример функции, которая является c-симметричной, но не 
является s-симметричной. 
Настоящая статья содержит дальнейшее развитие этого подхода к вопросам 
симметрии функции двух переменных, но только место функции, определенной в круге, 
занимает уже функция, определенная в произвольной области плоскости. 
Рассматриваем плоскость с заданной на ней прямоугольной декартовой системой 
координат. Под областью понимаем область этой плоскости, ограниченную замкнутой 
линией без самопересечений (граница области считается частью области, т.е. область 
считается замкнутой). Область S1 называем подобластью области S, если S1 S. 
Область S вместе с определенной в этой области непрерывной неотрицательной 
функцией двух переменных ),( yxf  называем пластиной D, при этом функцию ),( yxf  
называем плотностью пластины D. Подобласть области S вместе с соответствующим 
ограничением функции ),( yxf  называем подпластиной пластины D. Массой пластины D 
называем 
S
),()D( dxdyyxfm . Хотя функция ),( yxf  в некоторых точках области S 
может быть равной нулю, но для любой пластины D предполагается выполненным 
обязательное дополнительное условие: масса самой пластины D, а также масса всякой ее 
подпластины должны быть больше нуля. 
Точку ),( cc yx с координатами, вычисленными по формулам 
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в соответствии с общепринятыми определениями [6] называем центром масс пластины D. 
Центр масс пластины D называем также центром c-симметрии функции ),( yxf  в области 
S (это соответствует определениям из [4]: c-симметрия функции ),( yxf  в круге означает, 
что ее центр c-симметрии находится в центре круга). Заметим, что пластина, поставленная 
на острие иглы, будет сохранять равновесие в том и только том случае, когда острие иглы 
направлено в центр масс этой пластины. 
Частью области S называем одну или несколько ее подобластей. Частью 
пластины D называем одну или несколько ее подпластин. Если часть G пластины D 
состоит из нескольких подпластин, то ее массу m(G) считаем равной сумме масс этих 
подпластин. 
Точку плоскости называем центром полумасс пластины D, если любая прямая, 
проведенная через эту точку, делит пластину D на две части одинаковой массы. Центр 
полумасс пластины D называем также центром s-симметрии функции ),( yxf  в области S 
(это соответствует определениям из [4]: s-симметрия функции ),( yxf  в круге означает, 
что ее центр s-симметрии находится в центре круга). 
Прямую линию называем линией равновесия пластины D, если она делит область S 
пластины D на две части (S1 и S2) так, что  
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),(),(),(),( dxdyyxfyxrdxdyyxfyxr , где 
),( yxr  – расстояние от точки ),( yx  до данной прямой. Заметим, что прямая является 
линией равновесия пластины в том и только том случае, когда эта пластина, положенная 
на лезвие бритвы вдоль данной прямой, будет сохранять равновесие. 
Прямую линию называем линией полумасс пластины D, если она делит эту 
пластину на две части одинаковой массы. 
Лемма 1. Существует единственная линия равновесия пластины D, параллельная 
данной прямой. 
Доказательство. Пусть прямая L, проведенная параллельно некоторой, изначально 
заданной прямой, делит область S на две части (S1 и S2) так, как показано на рис. 1. Будем 
перемещать прямую L, оставляя параллельной самой себе, в перпендикулярном ей 
направлении (в направлении, показанном на рисунке стрелкой). При этом разность 
интегралов  
21 SS
),(),(),(),( dxdyyxfyxrdxdyyxfyxr  будет строго возрастать, так как 
первый из этих интегралов будет увеличиваться (поскольку будет увеличиваться часть S1), 
а второй – уменьшаться (поскольку будет уменьшаться часть S2). Очевидно, что при 
одном крайнем положении (когда часть S1 очень мала) значение этой разности будет 
меньше нуля, а при другом (когда часть S2 очень мала) – больше нуля. Из соображений 
непрерывности можно заключить, что найдется единственное промежуточное положение 
прямой L такое, когда рассматриваемая разность будет равна нулю. Это положение 
прямой L и определит единственную линию равновесия, параллельную изначально 
заданной прямой. 
         
Рис. 1. К доказательству лемм 1 и 2     
                  
Лемма 2. Существует единственная линия полумасс пластины D, параллельная 
данной прямой. 
Доказательство этой леммы может быть проведено так же, как и доказательство 
предыдущей, только при этом следует рассматривать разность двух других интегралов 
 
21 SS
),(),( dxdyyxfdxdyyxf  (используя при этом тот же рис. 1). 
Теорема 1. Все линии равновесия пластины D пересекаются в одной точке, и эта 
точка является центром масс пластины D. 
Доказательство. Из определения и свойств центра масс следует, что всякая прямая, 
через него проведенная, будет являться линией равновесия. Применив теперь лемму 1, 
получаем утверждение теоремы. 
Теорема 2. Если все линии полумасс пластины D пересекаются в одной точке, то 
эта точка является центром полумасс пластины D. 
Теорема 2 не требует доказательства, так как очевидна. Она требует примера, 
который бы показал, что возможен случай, когда линии полумасс не пересекутся в одной 
точке. В этом случае центр полумасс не может существовать, так как в силу леммы 2 этот 
центр должен лежать на каждой линии полумасс. Выясним, как может быть построен 
такой пример. 
То, что линии полумасс не пересекаются в одной точке, означает, что существуют 
три из них именно такие, которые не пересекаются в одной точке. Такие три линии 
полумасс вполне могут найтись. В самом деле, пусть три прямые делят пластину D на 
семь подпластин так, как это показано на рис. 2, и пусть  
 
)D(1,0)D()D()D()D( 4321 mmmmm  , а )D(2,0)D()D()D( 765 mmmm  . 
 
Рис. 2. Три линии полумасс 
 
Тогда сумма масс этих семи подпластин будет равна (как это и должно быть) массе 
всей пластины D, по каждую сторону от любой из трех прямых будет расположена часть 
пластины D массой )D(5,0 m . Это значит, что данные три прямые будут теми тремя 
линиями полумасс пластины D, которые не пересекаются в одной точке. Вполне понятно, 
что определить соответствующую функцию плотности ),( yxf  возможно (очевидно, что 
нет никаких препятствий к тому, чтобы построить соответствующий конкретный пример). 
Итак, центр c-симметрии функции ),( yxf в области S (центр масс пластины D) 
всегда существует и единственен, в то время как центр s-симметрии функции ),( yxf в 
области S (центр полумасс пластины D) может и не существовать (но если существует, то 
он также единственен). Как показывают примеры из [4] (леммы 1 и 2), возможны случаи, 
когда оба центра симметрии существуют, но не совпадают. 
Легко представить себе случай, когда центр масс пластины D (центр                    c-
симметрии функции ),( yxf ) лежит вне этой пластины (так может оказаться, если 
пластина имеет форму подковы). Центр полумасс пластины D (центр s-симметрии 
функции ),( yxf ) также может находиться вне пластины D. Примером этому могло бы 
служить кольцо постоянной плотности, показанное на рис. 3, центр полумасс которого 
(как и его центр масс), очевидно, находится в точке О. Однако такое кольцо не является 
областью плоскости, ограниченной замкнутой линией без самопересечений, и потому 
формально выпадает за рамки рассмотрений настоящей статьи. Чтобы все же построить 
требуемый пример, это кольцо нужно немного разрезать и деформировать так, как 
показано на рис. 4. Полученная при этом область S должна только сохранить следующее 
свойство исходного кольца: площадь той ее части, которая высекается двумя лучами, 
выходящими из точки О, должна быть пропорциональна углу между этими лучами. Этого 
будет достаточно, чтобы соответствующая пластина постоянной плотности имела центр 
полумасс в точке О. 
 
 
 
Рис. 3. Кольцо постоянной плотности                            Рис. 4. Пример области S 
 
 
В заключение следует заметить, что принятое в настоящих рассмотрениях 
ограничение на функцию плотности 0),( yxf , которого не было в [4], существенно 
важно для представленных здесь доказательств лемм, причем для доказательства леммы 2 
существенным является также дополнительное требование положительности массы 
пластины и всех ее подпластин.  
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